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Descricoes Espaciais e
Transformagoes

e Descricao de posicao e orientacao
O estudo de robodtica envolve constantemente a

localizacao de objetos (as partes e ferramentas) em
espaco tridimensional.

Esses objetos sao descritos por apenas dois atributos:
posicao e orientacao.
Para descrever a posicao e orientacao de um corpo no

espaco € necessario fixar um sistema de coordenadas
(frame) ao objeto.

O frame pode ser descrito em relacao ao algum
sistema de coordenada de referéncia.
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e Descricao de posicao e orientacao
Qualquer frame pode servir como sistema de
referéncia, o qual expressa a posicao e a orientacao de
um corpo. Assim, pode-se pensar em transformagao ou

mudanca de descricao destes atributos (posicao e
orientacao) de um frame para outro.

Normalmente a descricao de posicao de um
manipulador € feita descrevendo-se o frame da
ferramenta, o qual € fixado no efetuador, relativo ao
frame da base, o qual € fixado na base do
manipulador.
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e Descricao de posicao e orientacao

Descricao do frame da ferramenta em relacao ao frame da base.
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e Descricao de posicao e orientacao

Como descricoes envolvem operacoes com vetores e
matrizes, as seguintes convengoes de notacao serao
adotadas (conforme CRAIG):

As variaveis escritas com letras maiusculas
representam vetores ou matrizes e as variaveis
escritas com letras minusculas representam
escalares.

O subscrito e o sobrescrito identificam o sistema de
coordenadas. Exemplo: AP representa um vetor
posigdo escrito no sistema de coordenadas {A}, / R
matriz rotacional a qual especifica uma relagao
entre o sistema de coordenadas {A} e {B}.
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e Descricao de posicao e orientacao
O sobrescrito utilizado depois de uma variavel
maiuscula indica a inversao ou a transposicao.
Exemplo:

* Rlrepresenta a matriz inversa de R, R7
representa a matiz transposta de R

O subscrito utilizado depois de uma variavel
maiuscula indica a uma componente de um vetor
(ex. x, you z2). Exemplo:

o P = componente x do vetor P.

As diferentes notagoes usadas para funcoes
trigonométricas serao cosf1 =c61=cl
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e Descricao de posicao e orientacao
Vetores sao representados por vetores colunas

Vetores linha deverao estar transpostos
explicitamente.

Sera adotado que todas as posicoes e orientagoes
serao referenciadas a um sistema de coordenada
denominado sistema de coordenada universo.
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e Descricao de uma posicao
Estabelecido um sistema de coordenadas, pode-se
localizar qualquer ponto no universo com um vetor
posicao 3 x 1
Os vetores devem ser marcados com a informacao
identificando a qual sistema de coordenadas ele esta
referenciado, por exemplo, #P significa que os
componentes do vetor P tem valores numéricos que
indicam distancias ao longo dos eixos de {A}




Descricoes Espaciais e
Transformagoes

e Descricao de uma posicao

{A}

Al
Ap ® ;px ;
Ap - LU ]
/' P = 1Py
/ 1p.

Xa

Exemplo de um vetor relativo a um sistema de coordenadas de
referéncia.
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e Descricao de uma orientacao

Muitas vezes € necessario nao somente representar
um ponto no espago, mas também a orientacao de um
COrpo NO espaco

Para descrever a orientacao de um corpo, fixa-se um
sistema de coordenadas ao corpo e descreve-se seu
sistema de coordenadas relativo ao sistema de
referéncia

As posicoes de pontos sao descritos com vetores e
orientagoes de corpos sao descritos com um sistema
de coordenadas fixado a outro
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e Descricao de uma orientacao

Exemplo de um sistema de coordenadas {B} fixado a um corpo (garra). A
descricao de {B} relativa a {A} € suficiente para dar a orientacao do corpo.



Descricoes Espaciais e
Transformagoes

e Descricao de uma orientacao

No exemplo, o sistema de coordenadas {B} é descrito
por tres vetores unitarios dos tres eixos principais em
termos do sistema de coordenadas {A}

Os vetores unitarios de {B},

X, Y., 7,
quando escritos em relacao a {A}, sao denominados

AN

A A
A A A
XB > YB > ZB

Os trés vetores unitario juntos formam uma matriz
3x3, denominada matriz de rotacao
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e Descricao de uma orientacao

Uny hy Kl
U 0, i

-~ T Tap
Ersl 3, ’”33@

Os escalares r; sao simples projecoes de cada um dos
vetores unitarios de {B} na diregéo de {A},0u seja

0. i
DXDX YDX ZDXAD

AR = %XDY YDY ZDY%

EX Z, YDZ ZBDZAE

i
AR = AX AY AZ
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e Descricao de uma orientacao

Como o produto escalar de dois vetores unitarios
resume-se no cosseno do angulo entre eles, as matrizes
de rotacao sao conhecidas como matrizes de cossenos
diretores.

Dada a matriz de rotacdo de {B} em relagéo a {A} 5 'R
a matriz de rotac_;ao de {A} em relagao {B} | SR é dada
pela transposta de /R , ou seJa 4R'

0. i
DXDX YDX ZDXBD

:E HXDY YDY ZDYH

EX Z, YDZ ZADZBE
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e Descricao de uma orientacao
= A 7 = [
A inversa de ; R é igual a sua transposta, pois

1,00
1" X1
A A A A D
0,01

i
Onde I,€ uma matriz identidade 3x3, assim

JR=JR =R’
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e Descricao de um frame

Em robdtica, frame € definido como uma entidade que
fornece a informacao necessaria para descrever
pOSicao e orientacao
Consiste num conjunto de quatro vetores, um para a
posicao e trés para a orientacao

A
Por exemplo o frame {B} é descrito por ; R "Pyprg
e Py eonde é o vetor que localiza a

origem de {B} {B} - {;RaAPBORG}

Em resumo, um frame pode ser usado como uma
descricao de um sistema de coordenadas relativo a
outro
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e Descricao de um frame

7 Xg el
. .
{4} \ /{BF )
{PEL_W \L‘i '} B J_’_.-‘

Yy

» j'ir.—‘l

Frame {B} em relagao ao frame {A}.
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e Mapeamentos

Em muitos problemas de robotica, pode ser necessario
expressar a mesma informacao em termos de varios
sistemas de coordenada de referéncia.

Mapeamento consiste em mudar descricoes de um
frame para outro frame.

Mapeamentos podem ser
envolvendo apenas translacao
envolvendo apenas rotacao
envolvendo translacao e rotacao
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e Mapeamento envolvendo apenas translacao

Dados dois frames {A}, {B} com a mesma orientacao
e com origens nao coincidentes:

| Zs}
{4y 2 (B} | —75p
P | pE o _
_-:_— - } 'E
Y X5
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e Mapeamento envolvendo apenas translacao

Supondo que seja conhecida a descricao do ponto
em relagao ao frame {B}, a sua descricao em
relacao ao frame {A} sera dada por

AP: BP+ APBORG

Onde APBORG € um vetor que localiza a origem do
frame {B} relativo ao frame {A}



Descricoes Espaciais e
Transformagoes

e Mapeamento envolvendo apenas rotacao

Dados dois frames {A}, {B} com origens coincidentes
e rotacionados entre si:

[A) A 74
B "
{B} ,,,x*"”TE

’
/
" Ao
LY o -'..
y | 2
L
i -
'
|
'-\. .
9 -
'y
k A
y r
y .
'\ -
- LY
- )
1'..
-
i
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e Mapeamento envolvendo apenas rotacao
B s . ~
O vetor £ é descrito em relacdo ao frame {B}

Sua descricao em relagao ao frame {A} é conhecida
quando a orientacao do frame {B} € conhecida em
relacao ao frame {A}

Esta orientacao € dada pela matriz de rotacao Zf R .
Entdo, o vetor “P pode ser descrito por:

Pz R°P
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 Mapeamento envolvendo apenas rotagao
Exemplo:

Dado um frame {B} rotacionado do frame {A} em
torno de Z por 30°, calcule o vetor 4p dado o vetor? p
igual a:

10.00
Wk s To Bp - I:I D
: P - DZ.OD

- 10.05
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e Mapeamento envolvendo apenas rotacao
Resposta:
DXB Y DX Z DXAE Dcos30° cos120° co0s90°L
AR = EX DY YDY Z DYAE [pos600 cos30° cos9005
%XBDZA YBDZA Z Z, % Ecos90" cos90°  cosO° E

0,866 -0,5 0000 0O-110

‘p=REEP= £ 05 0866 0p020= 17321
g

0 0 15HE H 0 G
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao

Dados dois frames {A}, {B} com orientacao diferentes
e com origens nao coincidentes:
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao
O vetor °P é descrito em relacdo ao frame {B}

O vetor P, localiza a origem do frame {B}
relativo ao frame {A}

Para calcular o vetor 4p , deve-se mudar a
descricao do vetor Zp para um frame intermediario,
com a mesma orientacao de {A} e mesma origem de
{B}

A operacao deve envolver uma translacao, realizada
pela adicdo do vetor “P, .. e uma rotacao,
realizada pela multiplicacao com a matriz de g‘(bl:agéo
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao
Entdo, o vetor “P pode ser descrito por:

“P= ;R°P+“P,

ORG

A equacao acima realiza o mapeamento geral, pois

permite mudar a descricao de um frame qualquer
para outro frame

Essa mesma equacao pode ser re-escrita como
p=4T"P

Onde ﬁT € um operador que faz o mapeamento do
frame {B} para o frame {A}
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao

Outra forma de escrever a equagao é€:

L GR
01 g poo0 1 gpl

04p0 A
Onde g [ € um vetor em coordenadas homogeneas

IR

E D;R APBORGD ’ t d t f ~
Y00 1 €uma matriz de transformaggo

homogénea
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao

Matrizes de transformacoes homogéneas permitem
compor transformacoes de maneira elegante:

Rotacoes, Translacoes e Escalas.
Em qualquer dimensao do espaco.

A matriz de transformacao homogénea pode ser
particionada em quatro campos

0] rotacgdo translacaoll

| : i
"perspectiva escala ]



Ma
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neamento envolvendo translacao e rotacao

Os campos de rotacao e translacao sao utilizados
para descrever a rotacao e a translacao envolvidas
NO mapeamento

O campo de escala ¢ utilizado para representar
diferencas de escala entre os sistemas

O campo de perspectiva € utilizado para representar
a diferenca de perspectiva entre os sistemas

Em robodtica normalmente estes dois ultimos campos
assumem os valores de operador nulo para as
respectivas operacoes, ou seja, [0 0 0] para
perspectiva e [1] para escala
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao

Exemplo:

Dado um frame {B} rotacionado do frame {A} em

torno de Z em 300, translac
e 5 unidades em Y, calcule

vetor “P igual a (3 7 0

ado 10 unidades em X
o vetor “P dado o
T
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao

Resposta:

0/R ‘P

AT D BORG

=000

[bos300

i [pos60
[bos900

g 0

DXBA

0 U
0= 0"

S,

10 DXBDZA

i
J

cos120°
cos 30°
cos 90°

0)

0

cos 90°
cos 90°

cos 0°
0

Y’EX’ Z’DXT
}7[Y' ,Z DY
YBDZA ZBDZA
0 0
100
51
oU
[]
1
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao
Cont. resposta:

0,866 -0,5 0 10030

0 10,0
0,5 0.866 0 5
ip=4rfp=_ 00’0
00 0 1 0000
70 0 0 1g0f
19,098 [0
0
AP:%2,5625
0 o0 O
0 0
0 1 0
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e Mapeamento envolvendo translacao e rotacao

A matriz 4 x 4 de transformacao homogénea pode
ser interpretada como:

A descricio de um frame: I descreve o frame
{B} em relacao ao frame {A}

Uma transformacao de mapeamento:

“T mapeia 2P. “p
Um operador de transformacao, que utiliza
apenas um frame e muda os objetos de posicao
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e Operadores
Operadores movem pontos ou vetores no espaco

Esta movimentacao pode ser translacao, rotacao ou
ambas

Ao aplicar um operador a um ponto ou vetor,
apenas um frame esta envolvido, diferentemente de
se aplicar um mapeamento, onde dois frames estao
envolvidos

A matematica empregada nos operadores € a
mesma empregada nos mapeamentos
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e Operador de translacao

O operador de translacao move um ponto no espaco
a uma distancia finita ao longo de um dado vetor
direcao

Seja um ponto “P, transladado por um vetor “Q
para obter um novo ponto P,
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e Operador de translacao
O ponto “P, sera dado por:

A})2:A})1+AQ

Esta operacao pode ser representada na forma
matricial como:

‘P, = D,lq)'P

Onde D, é o operador de translacao e g é a
amplitude da translacdo ao longo do vetor ‘O
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e Operador de translacao

O operador Dy, pode ser dado como uma matriz de
transformacao homogénea

Onde q,, q,, g, Sa0 0s componentes do vetor de
translacdo ‘0 e ¢- \/%f tq,tq.
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e Operador de rotacao

O operador de rotacdo muda um ponto “P para um
novo ponto “p, por uma rotagao R

Seja um ponto “p rotacionado em torno de Z
para obter um novo ponto “p,

}

'J'-PI

g4
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e Operador de rotacao
O ponto “P, sera dado por:

‘P, =R'R

A matriz de rotacao R pode ser melhor definida
como:

‘P = R0 )P,

Onde R:(6) éo operador de rotacao, que realiza a
rotacao sobre o eixo K em 6 graus.
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) Y 0 I

R - %O costl - SenGH
10 senf  cosf 4

Jcosfl 0 wsenf[
_ 0 ]
R, = D 0 1 0 D

g~ senf 0 cosf

Jcosf@ - senf 0

R = Jsend  cosf O

i i
70 0 1f
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e Operador de rotacao

Exemplo:

A -
Dado um vetor 41 rotacionado em torno de Z
A
em 30° graus, calcule o novo vetor " P,

}

100
L AP1 = %2%
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e Operador de rotacao
Resposta:

P = R(8)'P~ P, = R,(30°)'P,

lcosf - send 0L 10,866 - 0,5 0L

R = senf cosd 0-- R[30°)=205 0866 0
= 0 0 IF 50 0 I
0,866 - 0,5 0000C 1 -1

‘Pz R,[30°)'R= 205 0866 0--2-- P,z o1732-
10 0 150 10
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e Aritmeética de transformacoes

Operacoes aritméticas como multiplicacao e inversao
podem ser aplicadas a matrizes de transformacao.
Estas operacoes facilitam a descricao de um ponto
envolvendo varios frames

Ex.: Dado o ponto “ P, encontrar “P
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e Aritmeética de transformacoes

O frame {C} € conhecido em relacao ao frame {B} e
o frame {B} € conhecido relacao ao frame {A}. A
transformacdo de “P em “P serd dada por:

Ap=2T°P, °P=7TP
AP=T.TP
P=I{TP

Onde: [T=4T.T
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e Aritmeética de transformacoes
O operador /CIT pode ser dado como:

C I 101 [CJC 101

;RgR ARBPCORG PBORG H
000 1 ]
(I;lR APCORG H

000 1 [
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e Aritmeética de transformacoes

Considerando um frame {B} conhecido em relacao a
um frame {A}, calcular a inversa dessa
transformacao, significa obter a descricao do frame
{A} em relacao ao frame {B}

Uma forma direta de calcular a inversa da
transformacao € calcular a inversa da matriz de
transformacao homogénea, que € uma matriz 4x4

E mais facil calcular a inversa a partir de um método
que tira vantagem da estrutura da matriz de
transformacao
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e Aritmeética de transformacoes

B B B
Para encontrar ;I , deve-se calcular ,R e Pyore
A
de ;R e P,

Lembrando que ;R ,R" , tem-se;

B( APBORG): jRAPBORG+ BPAORG
°P AORG =~ jRAP BORG
BPAORG - ;RT APBORG
D;RT i ;RTAPBORGD

Entdo, °T: Hooo | H ou ;T=4T"
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e Aritmeética de transformacoes
Exemplo:

Dado um frame {B} rotacionado do frame {A}
em torno de Z em 30°, transladado 4 unidades
em X e 3 unidades em Y, caffule ~ ¢ado

A 0,866 - 0.5 0 4L

4 . 005 0866 0 3-
Y BT: _ —
10 0 1 o

. = 0 0 0 1r

’XA - —
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e Aritmeética de transformacoes
Resposta:
10,866 -0.5 0 40
o 005 0866 0 37 _%0’866 NG _%45
=00 01 o sR= 0S5 0866 07 P 37
= 0 0 0 1 3 0 0 W iyt
10,866 0,5 OO
“R=/R"::-05 0866 0
10 0 1f
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e Aritmeética de transformacoes
Cont. resposta:

10,866 0,5 00040 [~ 4,9640

- AR Py = -~ 0,5 0.866 0573n= - 0,598

10 0 1HHOE § O &

10,866 0,5

g e DR IR Puonc] _0-05 0866
7000 1 q 10 0
-0 0

0 - 4,964
0 - 0,598
1 0 1
0 1 7
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e Equacoes com transformacoes
Dado um sistema composto por cinco frames,
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e Equacoes de transformacoes

O frame {D}, pode ser expresso como um produto
de transformacoes de duas maneiras diferentes

“T=YT T

Ou
JT=4T AT T

Igualando-se as duas expressoes, tem-se uma
equacao de transformacoes

T °T=T °T T
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e Equacoes de transformacoes

Equacoes de transformacoes podem ser usadas para
resolver problemas no caso de n transformacoes
desconhecidas e n equacoes de transformacoes

No equacao anterior
U Armp_ U B C
AT DT‘ BT CT DT

Se todas as transformagoes fossem conhecidas,
exceto T, a solugao seria facilmente encontrada

por- B Ump-1 Up Ap Crp-1
CT'BT ATDTDT
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e Equacoes com transformacoes

Exemplo: Determinar a transformagao do frame da
peca em relacio ao frame da garra ( oI )

1T
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e Equacoes de transformacoes

Resposta

Com base nas setas que indicam a descricao de um
frame em relacao ao outro, parte-se do frame de
origem (T) em direcao ao frame de destino (G).
Quando a seta € contraria ao caminho, a
transformacao correspondente € invertida. Assim, a
transformacdo I sera dada por:

(=T T T



